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Egy elegáns levezetésről 

 

Az [ 1 ] műben találkoztunk a sík tengelymetszetes egyenletének egy általunk eddig nem 

látott, szép és viszonylag egyszerű levezetésével. Ehhez tekintsük az 1. ábrát, ahol az 

eredeti anyagrész látható! 

 

 1. ábra – forrása: [ 1 ] 

 

Most tekintsük a 2. ábrát! 

 

    2. ábra 

 

Itt azt látjuk, hogy az Oxyz derékszögű koordináta - rendszerben az a, b, c tengelymetsze - 

teivel adott síkon felvettünk egy P ( x, y, z ) pontot, majd e pontot egyenesekkel összekö - 

töttük az O, A, B, C pontokkal, három tetraéderre bontva így az OABC tetraédert. 

 

 Tudjuk – ld.: [ 2 ], 215. o.! – , hogy a tetraéder / háromoldalú gúla térfogata: 
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                 ( 1 ) 

 

ahol  

~ T: a gúla alaplapjának területe,  

~ m: a gúla magassága. 

 

A 2. ábra felbontására írhatjuk, hogy az összetevő tetraéderek térfogatainak összege  

egyenlő az egész tetraéder térfogatával, vagyis 

                                  ( 2 ) 

 

ámde a 2. ábra szerint, ( 1 ) - gyel is: 

      
 

 
 

   

 
   

     

 
            ( 3 ) 

      
 

 
 

   

 
   

     

 
            ( 4 ) 

      
 

 
 

   

 
   

     

 
            ( 5 ) 

      
 

 
 

   

 
   

     

 
            ( 6 ) 

 

Most ( 2 ), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), ( 6 ) szerint: 
     

 
 

     

 
 

     

 
 

     

 
    osztással: 

  
 

 
 

 

 
 

 

 
    azaz a szokásos alakban: 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
                ( 7 ) 

 

A (7 ) egyenlet a sík tengelymetszetes egyenlete – ld.: [ 2 ], 274. o! 

 

Ezzel kitűzött feladatunkat – a levezetés belátását – megoldottuk. 

 

 

Megjegyzések: 

 

M1. Érdekes lehet a gondolatmenet / levezetés megfordítása is: a ( 7 ) ismertnek vett 

egyenletből a ( 2 ), majd ( 1 ) egyenletre juthatunk. Ez azonban kevésbé „szép dolog”,  

hiszen azért azt „sejtenünk kell”, hogy mit is jelentenek az ( 3 )…( 6 ) alakú szorzatok. 

 

M2. Az ( 1 ) képletet a geometria órán is feldarabolással magyarázzák el – 3. ábra. 
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3. ábra – forrása: [ 3 ] 

 

Eszerint:  

A legegyszerűbb kúpszerű test – a tetraéder – térfogatát határozzuk meg.  

A tetraéder térfogatának a képletét egy hasábbá történő kiegészítése után tudjuk levezetni.  

A három tetraéderből összeállított hasáb egy háromszög alapú lesz, aminek a térfogatát már meg 

tudjuk határozni – az alaplap területét megszorozzuk a hasáb magasságával. 

A tetraéderek úgy lettek megszerkesztve, hogy mozgathatóak legyenek, így látszik majd, hogy 

egymáshoz való illesztésük után valóban egy hasábot alkotnak.  

Az ábrán is látjuk, hogy a tetraéderek térfogata egyenlő. 

Ezek után könnyű belátni, hogy a tetraéderek térfogatát akkor kapjuk meg, ha a hasáb térfogatát 

harmadoljuk. 

Képlettel:            
 

 
     , ebben az esetben a T az alaplap területét jelenti. 

 

Általános tetraéder esetén a Cavalieri - elvet is alkalmazva juthatunk az ( 1 ) eredményre, a 

középiskolai tanulmányok során. Más a helyzet a felsőbb tanulmányokkal – 4. ábra. 

 

 
 

4. ábra – forrása: [ 4 ], 227. o.  

 

Itt kimondják és bebizonyítják a következő tételt – [ 4 ], 210. o. – : 

Ha két tetraéder alapterülete és magassága egyenlő, akkor egyenlő a térfogatuk is. 

Valamint – [ 4 ], 212. o. – : 

A tetraéder térfogata az alapterület és a magasság szorzatának harmada. 
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M3. Szerencsére ma már a 3. ábrához hasonló számítógéppel készített ábrákkal, illetve 

animációkkal is segíthető a nem is olyan egyszerű darabolási helyzet elképzelése. 

 

M4. Az általános tetraéder térfogata integrálszámítás alkalmazásával könnyen megy. 

Ehhez tekintsük az 5. ábrát is! 

 

    5. ábra 

 

Az általános háromszög alapú ferde gúla térfogata: 

           
 

 
            ( 8 ) 

 

A gúla keresztmetszeti területe z magasságban: 

     
 

 
                      ( 9 ) 

 

ámde a párhuzamos szelők tétele alapján felírhatók a következő arányok: 
    

    
 

 

 
               

 

 
            ( 10 ) 

    

    
 

 

 
            

 

 
           ( 11 ) 

 

így ( 9 ), ( 10 ), ( 11 ) - gyel: 

     
 

 
      

 

 
      

 

 
 

 

 
           

  

  
 

    

  
        tehát: 

     
    

  
                 ( 12 ) 

 

Most ( 8 ) és ( 12 ) - vel: 

   
    

  
      

    

  
       

 

 
 
    

  
  

  

 
 
 

 
 

 
 

    

  
 

  

 
 

 

 
            azaz: 
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                ( 13 ) 

 

a  [ 2 ] szerinti jelölésekkel is. 

Minthogy egy általános sokszög háromszögekre bontható, így az általános gúla háromszög 

alapú gúlákra bontható, így térfogatára: 

           
 

 
      

 

 
     

 

 
     azaz: 

      
 

 
                  ( 14 ) 

 

Mivel az általános tetraéder egy háromoldalú gúla, ezért 

           
 

 
                  ( 15 ) 

 

Ezzel beláttuk az ( 1 ) képlet helyességét is. 

 

M5. [ 5 ] - ben ( a 104. oldalon ) a számítás után megjegyzik, hogy  

„A gúla térfogata egyenlő az alapterület és a magasság szorzatának egyharmadával. 

E képlet levezetése a térmértanban az integrál alkalmazása nélkül jóval bonyolultabb.” 

Ez szerintünk egy igencsak figyelemre méltó megállapítás. Emlékezhetünk, hogy a kö -

zépiskolai geometria - tanulás nem éppen derűs része volt sokunknak az ( 1 ) képlet be -

látása, a 3. ábrával kapcsolatban mondottak szerint. Integrálszámítással ez ujjgyakorlatnak 

mondható. Persze, értjük / érteni véljük a leendő matematika - tanárokat tanító matemati -

kus, valamint a fizikus, mérnök, illetve gyakorlati szakember elmélet - igénye közti kü -

lönbséget. 

 

M6. A Cavalieri - elv [ 5 ] - ben ( a 221. oldalon ) is előkerül; itt nem viselkednek ezzel 

szemben olyan elutasítóan, mint ahogyan azt láttuk a [ 4 ] szerinti 4. ábrán.  

Igaz, hogy itt a Cavalieri - elvet egy ( 8 ) - hoz hasonló  

          
  

  
            ( 16 ) 

 

kifejezésre alapozva mutatják be. 

„Az – itt ( 16 ) – formulából bizonyítható Cavalieri következő elvének érvényessége: 

helyezzünk el két testet két egymással párhuzamos sík, P és Q síkok között. Ha a testek -

nek a P és Q síkokkal párhuzamos valamennyi síkmetszete rendre egyenlő területű  

( vagyis egyenlők az S( x ) integrandus függvények ), akkor e testek térfogatai is egyen -

lők.” 

 

Ezt szemlélteti a 6. ábra is. Itt egymásra helyezett, majd egymáson elcsúsztatott és / vagy 

elforgatott lapokkal mutatják be / szemléltetik azt a tényt, hogy az elmozgatás előtti és 

utáni térfogatok egyenlők. Bármit is mondjanak mások, szerintünk ez egy szép és hasznos 

elv. Köszönjük, signore Cavalieri!  
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6. ábra – forrása: [ 6 ] 

 

M7. A tetraéder szó jelentése: négylapú test. Ebből egy az alaplap, három az oldallap. 

Ezért is beszélünk háromoldalú vagy háromszög alapú gúláról – [ 7 ]. 

 

M8. Az elején nem gondoltuk, hogy ez lesz a vége. Nem bánjuk, hogy így alakult.  
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