Egy elegans levezetésrol

Az [ 1 ] miiben talalkoztunk a sik tengelymetszetes egyenletének egy altalunk eddig nem
latott, sz&p €s viszonylag egyszerti levezetésével. Ehhez tekintsiik az 1. dbrat, ahol az

eredeti anyagrész lathatd!

2-125. Equation of a plane in terms of intercepts on the
axes,

Let the plane cut the axes in 4, B, C; let O4 =g, OB =},
OC = c; these are the intercepts. Let P =[x, y, 2] be any point
on the plane. Then the tetrahedron OABC is divided into three
tetrahedra O4ABP, OBCP, OCAP. The volume of O4BC = } abc,
that of OBCP={}bcx, etc. Hence

$bcx+ Yeay + yabz=4}abe,
or X% luy
a b ¢
This equation has the same meaning when the axes are oblique. 1 . ébra . fOITéS a [ 1 ]

Most tekintsiik a 2. abrat!

2. ébra
Itt azt latjuk, hogy az Oxyz derékszogl koordinata - rendszerben az a, b, ¢ tengelymetsze -
teivel adott sikon felvettiink egy P ( X, Y, Z ) pontot, majd e pontot egyenesekkel dsszeko -

tottiik az O, A, B, C pontokkal, harom tetraé¢derre bontva igy az OABC tetraédert.

Tudjuk —1d.: [ 2], 215. 0.! —, hogy a tetraéder / haromoldalu giila térfogata:



1
Vietrasder ZE'T'm» (1)

ahol
~ T: a gtla alaplapjanak teriilete,
~m: a gila magassaga.

A 2. 4bra felbontasara irhatjuk, hogy az 6sszetevo tetraéderek térfogatainak 6sszege
egyenld az egész tetraéder térfogataval, vagyis

Voasc = Voasp + Vosce + Vocar ; (2)

amde a 2. abra szerint, ( 1) - gyel is:

VOABC=§'aZ;b'C=a.:.Cr (3)
VOABP=§'aZ;b'Z=a.:.Z; (4)
VOBCP=§'%'x=b.;.x» (5)
VOCAP=§'%'3’=C.Z.3]- (6)

Most (2),(3),(4),(5), (6) szerint:
ab-c abz b-c'x cay

==
6 6 6

Z X ,
1= ; + - + %, azaz a szokasos alakban:

; osztassal:

X,y ,z
;+;+;—1. (7)

A (7)) egyenlet a sik tengelymetszetes egyenlete — Id.: [ 2 ], 274. 0!

Ezzel kitlizott feladatunkat — a levezetés belatasat — megoldottuk.

M1. Erdekes lehet a gondolatmenet / levezetés megforditasa is: a ( 7 ) ismertnek vett
egyenletbdl a (2 ), majd ( 1) egyenletre juthatunk. Ez azonban kevésbé ,,szép dolog”,
hiszen azért azt ,,sejteniink kell”, hogy mit is jelentenek az ( 3)...( 6 ) alak( szorzatok.

M2. Az (1) képletet a geometria oran is feldarabolassal magyarazzak el — 3. abra.



3. abra — forrasa: [ 3 ]

Eszerint:
A legegyszeriibb kuipszerti test — a tetraéder — térfogatat hatdrozzuk meg.
A tetraéder térfogatanak a képletét egy hasabba torténd kiegészitése utan tudjuk levezetni.
A hérom tetraéderbdl dsszeallitott hasab egy haromszog alapt lesz, aminek a térfogatat mar meg
tudjuk hatarozni — az alaplap teriiletét megszorozzuk a hasab magassagaval.
A tetraéderek gy lettek megszerkesztve, hogy mozgathatéak legyenek, igy latszik majd, hogy
egymashoz valo illesztésiik utan valoéban egy hasabot alkotnak.
Az abran is latjuk, hogy a tetraéderek térfogata egyenld.
Ezek utan konnyii belatni, hogy a tetraéderek térfogatat akkor kapjuk meg, ha a hasab térfogatat
harmadoljuk.

1
Képlettel: Viptrasder = 3 T - m , ebben az esetben a T az alaplap teriiletét jelenti.

Altalanos tetraéder esetén a Cavalieri - elvet is alkalmazva juthatunk az ( 1 ) eredményre, a
kozépiskolai tanulmanyok soran. Més a helyzet a felsébb tanulmanyokkal — 4. dbra.

A Helytelen a kovetkezo, Cavalieri-féle elvnek > mondott kijelentés: ha két testnek egy sikkal
parhuzamos metszetei paronkeént egyenlo teriiletiiek, akkor a két test térfogata egyenlo. Ebbol a
kovetelésbol a térfogat létezése nem kovetkezik. Mi tobbet koveteltiink, és a mondott pongyola
kijelentést szabatos tetellel helyettesitettiik.

4. abra — forréasa: [ 4 ], 227. o.

Itt kimondjak és bebizonyitjak a kovetkezo tételt — [ 4 ], 210. 0. —:

Ha két tetraéder alapteriilete és magassaga egyenlo, akkor egyenlo a térfogatuk is.
Valamint—[41], 212. 0. —:

A tetraéder térfogata az alapteriilet és a magassag szorzatanak harmada.



MS. Szerencsére ma mar a 3. abrdhoz hasonlé szamitogéppel készitett abrakkal, illetve
animaciokkal is segithetd a nem is olyan egyszerii darabolasi helyzet elképzelése.

M4. Az altalanos tetraéder térfogata integralszamitas alkalmazasaval konnyen megy.

Ehhez tekintsiik az 5. abrat is!

5. abra

Az altalanos haromszog alapu ferde gula térfogata:
V= thS(Z)dz :

A gutla keresztmetszeti teriilete Z magassagban:

S(z) =5 c(2) - m(2) ;

amde a pdrhuzamos szelok tétele alapjan felirhatok a kovetkezd aranyok:
c(z) z z
LI e(z)=ch) L,

c(h) h
mz) _z (k) -2
2D~ L s m(z) =mh) %,

igy (9),(10),(11)-gyel: i
5(2) =1'C(h)'%'m(h)-%=%-c(h)-m(h)-%zsg)-zz, tehat:
S(z) =232 22.

Most(8)és(12)-vel'

sih sy n3

th(h) 24 s<h> [ z2dz _ sy 2 :_-_=§-5(h)-h,

h? hz  3lp h? 3

(8)

(9)

(10)
(11)

(12)

azaz.



V=§-5(h)-hz

SV

A-h, (13)

a [ 2 ] szerinti jelolésekkel is.
Minthogy egy altalanos sokszog haromszogekre bonthatd, igy az altalanos gila haromszog
alapu gulékra bonthato, igy térfogatara:

1 h h
Vgﬁla:ZVi =Z§'Ai'h=§-ZAi=§-A,azaz:
1
Vgﬁla=§'A'h. (14)

Mivel az 4ltalanos tetraéder egy haromoldala gula, ezért
1
Vietracder = 3 A-h. (15)

Ezzel belattuk az ( 1) képlet helyességét is.

M5. [ 5] - ben (a104. oldalon ) a szamitas utan megjegyzik, hogy

A gula térfogata egyenld az alapteriilet €s a magassag szorzatanak egyharmadaval.

E képlet levezetése a térmértanban az integral alkalmazasa nélkiil joval bonyolultabb.”

Ez szerintlink egy igencsak figyelemre mélté megallapitds. Emlé¢kezhetiink, hogy a ko -
zépiskolai geometria - tanulds nem éppen dertis része volt sokunknak az ( 1) képlet be -
latasa, a 3. dbraval kapcsolatban mondottak szerint. Integralszamitassal ez ujjgyakorlatnak
mondhato. Persze, értjiik / érteni véljiik a leend6 matematika - tanarokat tanito matemati -
kus, valamint a fizikus, mérnok, illetve gyakorlati szakember elmélet - igénye kozti kii -
l6nbséget.

M6. A Cavalieri - elv[ 5] - ben (a221. oldalon ) is eldkeriil; itt nem viselkednek ezzel
szemben olyan elutasitoan, mint ahogyan azt lattuk a [ 4 ] szerinti 4. 4bran.
Igaz, hogy itt a Cavalieri - elvet egy ( 8 ) - hoz hasonld

V= f;:lS(x)dx (16)

kifejezésre alapozva mutatjak be.

Az —itt (16 ) — formulabol bizonyithato Cavalieri kovetkezo elvének érvényessége:
helyezziink el két testet két egymassal parhuzamos sik, P és Q sikok kdzott. Ha a testek -
nek a P és Q sikokkal parhuzamos valamennyi sikmetszete rendre egyenld teriileti

( vagyis egyenldk az S( x ) integrandus fliggvények ), akkor e testek térfogatai is egyen -
16k.”

Ezt szemlélteti a 6. dbra is. Itt egymasra helyezett, majd egymason elcstsztatott €s / vagy
elforgatott lapokkal mutatjak be / szemléltetik azt a tényt, hogy az elmozgatas el6tti és
utani térfogatok egyenlk. Barmit is mondjanak masok, szerintiink ez egy szép és hasznos
elv. Koszonjiik, signore Cavalieri!



6. abra — forrasa: [ 6 ]

M7. A tetraéder sz6 jelentése: négylapu test. Ebbol egy az alaplap, harom az oldallap.
Ezért is beszéliink haromoldali vagy haromszog alapu galarol — [ 7 ].

M8. Az elején nem gondoltuk, hogy ez lesz a vége. Nem banjuk, hogy igy alakult.
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